Helbert David Marimón Peña 


DEMOSTRACIÓN DE ALGUNAS IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 

Todas y cada una de las siguientes demostraciones parten originalmente de la idea y el 
conocimiento de: 


sin 2 (a) + cos 2 (a ) = 1 
sin(a + /?) = sin(a) cos(/?) + sin(/?) cos(a) 
cos(a + /?) = cos(a) cos(/?) — sin(a) sin(/3) 

Desde mi punto de vista, las tres (3) identidades trigonométricas de mayor influencia 
para esta área de las matemáticas. Estas igualdades no se demuestran con la 
manipulación algebraica de otras identidades trigonométricas, de hecho debemos recurrir 
al conocimiento de la Geometría Euclidiana. 

A continuación se demuestran algunas identidades trigonométricas, no tan 
fundamentales como las tres anteriores, pero sí de gran utilidad. 


1)- Demostrar que: 


esc 2 (x) — cot 2 (x) = 1 


Es conocido que: 


sin 2 (x) + cos 2 (x) = 1 


Dividimos entre sin 2 (x), nos queda: 

sin 2 (x) + cos 2 (x) 1 
sin 2 (x) sin 2 (x) 


sin 2 (x) cos 2 (x) 1 

sin 2 (x) sin 2 (x) sin 2 (x)' 



También es conocido que: 


csc(x) = 


1 

sin(x) 


y 


cot(x) — 


cos(x) 

sin(x) 
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Luego, 


/cos(x)\ 2 / 1 \ 2 

^ + ysin(x )J Vsm(x)/ ’ ! ¡ 


(cot(x)) 2 = (csc(x)) 2 


Finalmente, 


csc 2 (x) — cot 2 (x) — 1, Q.e.d 


2)- Demostrar que: 


Es conocido que: 


sec 2 (x) — tan 2 (x) = 1 


sin 2 (x) + cos 2 (x ) = 1 


Dividimos entre cos 2 (x), nos queda: 


s¿n 2 (x)+cos 2 (x) 1 


cos 2 (x) cos 2 (x) 


sin 2 (x ) cos 2 (x) 1 / sin(x)\ 

eos 2 (x) cos 2 (x) cos 2 (x)' \cos(x)J 


Vcos(x)/ 


También es conocido que: 


sec(x) = 


cos(x) 


y tan(x) 


sin(x) 

cos(x) 


Luego, 


Finalmente, 


/ sin(x) \ + 1 _ /—L_Á (tan(x)) 2 + 1 = (sec(x)) 2 

\cos(x)/ Vcos(x)/ 


sec 2 (x) — tan 2 (x) — 1, Q.e.d 
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3)- Demostrar que: 

sin(2x) — 2 sin(x) cos(x) 

Es conocido que: 

s¿n(a + b) — sin(a ) cos(b ) + sin(b) cos(a) 
Luego, si a — b — x, nos queda que: 

sin(x + x) = sin(x) cos(x) + sin(x) cos(x) 

Finalmente, 


4)- Demostrar que: 


sin( 2x) 

— 2 sin(x) cos(x), Q.e.d. 






cos(2x) = 


cos 2 (x) — sin 2 (x ) 

1 — 2 sin 2 (x) 

2 cos 2 (x) — 1 


Es conocido que: 


cos{a + b) — cos(a) cos(ñ) — sin(a) sin(b ) 

Luego, si a — b — x, nos queda que: 

cos(x + x) = cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x) 
cos(2x) — eos 2 (x) — sin 2 (x), Q. e. d. 

Por un lado, es conocido que: 

sin 2 (x ) + cos 2 (x) = 1, eos 2 (x) = 1 — sin 2 (x) 

Luego, 

cos(2x) = cos 2 (x) — sin 2 (x), cos(2x) — 1 — sin 2 (x ) — sin 2 (x) 


cos(2x) — 1 — 2 sin 2 (x), Q.e.d. 
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Por otro lado, es conocido que: 

sin 2 (x) + cos 2 (x) = 1, sin 2 (x) — 1 — cos 2 (x) 

Luego, 

cos(2x) = cos 2 (x ) — sin 2 (x) 
cos(2x) = cos 2 (x) — (1 — cos 2 (x)) 
cos(2x) = eos 2 (x) — 1 + cos 2 (x) 


5)- Demostrar que: 


cos(2x) 

= 2cos 2 (x) — 1, Q.e.d. 






l-cos(2x) 1 + cos(2x) 

sin z {x) — --- y co5 z (x) ---- 


Es conocido que, 


cos(2x) = 1 — 2sin 2 (x) 


Luego, 


2 sin 2 (x) = 1 — 

cos( 

"2x) 

l-cos(2x) 

Q. e. d. 

r w - 2 

) 


Por otro lado, es conocido que: 


cos(2x) = 2 eos 2 (x) — 1 


Luego, 


2 cos 2 (x) = 1 + cos(2x) 


1 + cos(2x) 
cos 2 (x) =---, Q.e.d 
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6)- Demostrar que: 


Es conocido que: 


Luego, 


tan(a + b) 


tan(a) + tan(b ) 
1 +tan(a) tan(b) 


tan(a ) - 


sin(a ) 
cos(a) 


tan(a ±b) — 


sin(a ± b ) 
cos(a ± b ) 


Por otro lado, conocemos que: 


sin(a + b) — sin(a ) cos(b ) + sin(b) cos(a) 
sin(a — b) — sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a) 

Y que, 


Así, 


cos(_a + b) — cos(a) cos(b ) — sin(a ) sin(b) 
cos(a — b) — cos(a) cos(b ) + sin(a) sin(b ) 


tan(a + b ) 


5¿n(a + b ) sin(a) cos(b ) + sin(b) cos(a) 
cos(a ± b ) cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b ) 


Dividimos entre eos (a) cos(b): 


tan(a + b ) 


sin(a) cos(ñ) + sin(b) cos(a) 
cos(a) cos(b) 

cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) 
cos(a ) cos(b) 


sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) 
cos(a) cos(b) ~ cos(a) cos(b) 
cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b ) 
cos(a) cos(b) " r cos(a ) cos(b ) 


Simplificando, nos queda: 


PÁGINA 5 DE 25 















Helbert David Marimón Peña 


tan(a ± b ) 


sin(a ) sin(b ) 

cos[a ) cos(b) _ tan(a) ± tan{b ) 
^ — sin(a) sin(b) 1 + tan(a) tan(b ) 

^ cos(a) cos(b) 


Finalmente, 


tan(a) + tan(fc) 
tan(a ± *) = x + tan ( a ) tan (fc) ’ 


Q. e. d. 


7)- Demostrar que: 


Es conocido que: 


tan(29) = 


2 tan(0) 

1 — tan 2 (0) 


tan(a + ó) 


tan(a) + tan(b) 
1 — tan(a)tan(¿>) 


Luego, si a — b — 9, nos queda que: 


Finalmente, 


8)- Demostrar que: 


Tenemos que: 


tan(9 + 0) 


tan(9 ) + tan(9 ) 
1 — tan(9 ) tan(9 ) 





, 2 £an(0) 

Q. e. d. 

1 — tan 2 (0) ’ 





/X\ sin(x) 

tan - = -t— r- 

v2/ 1 + cos(x) 


1 — cos(x) 
sin(x) 
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Por otro lado, se conoce que: 


. 1 - cos(2a) l + cos(2a) 

siripa) =--- y eos'(a) = --- 


Luego, 


tan 


(D= 


sin 1 


© 


COS‘ 


© 


A 





1 - 

cos ( 2 © 

2 

1 + 

cos ( 2 © 


2 


N 


1 — cos(x) 


1 + cos(x) 


Multiplicamos y dividimos por 1 + cos(x): 


tan = 

l — cos(x) 1 + cos(x) 

1 — cos 2 (x ) 

sin 2 (x ) 

J1 + cos(x) ' 1 + cos(x) 

I (1 + cos(x)) 2 

J(1 + cos(x)) 

Finalmente, 





fan © = 

sin(x) 

Q. e. d. 


1 + cos(x)’ 


y 


sin(x) 

1 + cos(x) 


Por otro lado, partiendo de que: 

tan (|) = 

Multiplicamos y dividimos por 1 — cos(x): 


y 


1 — cos(x) 


1 + cos(x) 


/X\ 1 — cos(x) 1 — cos(x) |(1 — cos(x)) 2 ¡(l — cos(x)) 2 


+ COs(x)’ 1 — COs(x) 1— COS 2 (x) 


sin 2 (x ) 


'1 — cos(x) N 


sin(x) 


Finalmente, 


tan 


1 — cos(x) 
sin(x) 


© = 


Q. e. d 
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9)- Demostrar que: 


, „ sec(a ) sec(B ) 

sec(a ± /?) — 


1 + tan(a) tan(/3 ) 


Es conocido que: 


sec(x) = 


cos(x) 


Luego, si x — a ± f3, nos queda: 


sec(a + /?) = 


cos(a ± /?) 


Por otro lado, conocemos que: 


cos(a + /?) — cos(a) cos(/?) — sin(a) sin(l3 ) 
cos(a — /?) — cos(a ) cos(/?) + sin(a) sin((3) 


Así, 


sec(a + /?) = 


cos(a + /?) cos(a) cos((3 ) + sin(a) sin(/?) 


Dividimos entre eos (a) eos (/?): 


sec(a + /?) = 


cos(a) cos(/?) 


cos(a) cos((3 ) 


cos(a) cos(/?) + sin(a) sin((3) 


cos(a) cos(/3) — sin(a) sin(l3) 


cos(a) cos(/?) cos(a) cos(¡3 ) cos(a) cos(/?) 


Simplificando, nos queda: 


sec(a ± /?) = 


sec(a) sec(/?) sec(a) sec(/?) 


^ — sin(a) sin(l3 ) 1 + tan(a) tan(/3 ) 

cos(a) cos(/3 ) 


Finalmente, 


secta) sec(B ) 
sec(a ± /?) = -—- 


1 + tan(a) £an(/?)' 


Q. e. d 
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10)- Demostrar que: 


sec(2x) = 


sec 2 (x) 

2 — sec 2 (x) 


Es conocido que: 


sec(a + (3) — 


sec(a) secí/3 ) 

1 — tañía ) taní/3) 


Luego, si a — ¡3 — x, nos queda que: 


sec(x + x) = 

Por otro lado, conocemos que: 


sec(x)sec(x) sec 2 (x ) 


1 — tan(x) tan(x) 1 — tan 2 (x) 


sec 2 (x ) — tan 2 (x) = 1 
sec 2 (x) — 1 = tan 2 (x) 


Es decir: 


sec(2x) — 


sec 2 (x) 


sec 2 (x ) sec 2 (x) 


Finalmente, 


— (sec 2 (x) — 1) 1 - 

- sec 

2 (x) + 1 

S ec(2^)= S6c2W 

L j 2 — sec 2 (x)' 

Q. e. d. 


11)- Demostrar que: 


sin(a ) cos(b) — 


sin(a + b) + sin(a — b) 


Es conocido que: 


sin(a + b) — sin(a) cos(ó) + sin(b) cosía) 
sinía — b) — sinía) cosíb) — siníb) cosía ) 
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Sumando ambas expresiones, nos queda que: 

sin(a + b) + sin(a — b) — 2 sin(a) cos(b ) 


Finalmente, 

sin(a + b) + sin(a — b) 

sin(a) cos(b) — ---, Q.e.d. 


12)- Demostrar que: 

s¿n(a + b ) sin(a — b) — cos 2 (b ) — eos 2 (a) 


Es conocido que: 

sin(a + b) — sin(a ) cos(b) -I- sin(b ) cos(a) 
sin(a — b) — sin(a) cos(b ) — sin(b ) cos(a) 

Multiplicando (suma por su diferencia) ambas expresiones, nos queda que: 

sin(a + b ) sin(a — b) — ( sin(a ) cos(b)) 2 — ( sin(b ) cos(a)) 2 

sin(a + b ) sin(a — b) — sin 2 (a) cos 2 (b ) — sin 2 (b ) eos 2 (a) 

sin(a + b ) sin(a — b) — (1 — cos 2 (a)) cos 2 (b) — (1 — cos 2 (b )) cos 2 (a ) 

sin(a + b) sin(a — b) — cos 2 (b ) — cos 2 (a) cos 2 (b ) — cos 2 (a) + cos 2 (b ) cos 2 (a) 

Finalmente, 

sin(a + b) sin(a — b) — eos 2 ( b ) — eos 2 (a), Q. e. d. 

NOTA: Observe que la expresión sin(a + b) sin(a — b ) también puede quedar en términos 
de la función seno y coseno del ángulo doble. Veamos: 

Para términos de la función seno, decimos que: 

sin(a + b ) sin(a — b) — cos 2 (b ) — eos 2 (a) — 1 — sin 2 (b ) — (1 — sin 2 (a)) 

— 1 — sin 2 (b ) — 1 + sin 2 (a) — sin 2 (a) — sin 2 (b ) 
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Finalmente, 







sin(a + b) sin(a — b) — sin 

2 (a)- 

sin 2 (b), Q.e.d. 


Para términos de la función coseno del ángulo doble, decimos que: 


sin(a + b) sin(a — b) — cos 2 (b ) — eos 2 (a) — 


1+ cos(2b ) 1 + cos(2a ) 


1 + cos(2b ) — 1 — cos(2a) cos(2b ) — cos(2a) 


Finalmente, 







sin(a + b ) sin(a - 

-fc) 

cos(2b ) — cos(2a) 

= 2 , Q.e.d. 
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Otras demostraciones: 

En estas demostraciones, la principal intención es mostrar ejemplos (resueltos) que 
ayuden a ejercitar la capacidad de raciocinio en el tema de propiedades trigonométricas. 


13)- Demostrar que: 


sin(x) cos(x) 
csc(x) sec(x) 


Es conocido que, 


csc(x) = 


sin(x) ' 


esto implica que, sin(x) = 


csc(x) 


Y, 


1 1 
sec(x ) - f esto implica que, cos(x) = 


cos(x) ’ 


sec(x) 


Luego, 


SÍYl(x > ) COs(x) 1 1 

--I-= sin(x) . - + cos(x). - = sin(x) . sin(x) + cos(x) . cos(x) 

csc(x) sec{x) csc{x) sec(x) 


Pero, como 


= sin 2 (x) + cos 2 (x) 


sin 2 (a) + eos 2 (a) — 1 


Finalmente nos queda que, 


sin(x) cos(x) 
csc(x ) sec(x) 


Q. e. d. 


14)- Demostrar que: 


sec(x) 


tan(x) + cot(x) 


= sin(x) 


Consideremos: 
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sec(x) 


cos(x) 


cos(x) 


cos(x ) 


tan(x) + cot(x) 


sin(x) cos(x ) 


sin 2 (x) + cos 2 (x) 


cos(x) sin(x) cos(x)sin(x) 
Aplicando la doble C, nos queda: 


cos(x) sin(x) 


Finalmente, 


15)- Demostrar que: 


cos(x) cos(x)s¿n(x) 


cos(x) s¿n(x ) 


cos(x) 


= sin(x) 







sec(x) 


tan(x) + cot(x) *■*'"*' 





sin 4 (x ) = 


1 — eos 2 (x) 
csc 2 (x) 


Consideremos la expresión: 


sin 4 (x) = sin 2 (x) . s¿n 2 (x ) 


Por un lado, conocemos que: 

sin 2 (x ) + cos 2 (x) = 1, esto implica que, sin 2 (x) = 1 — cos 2 (x) 
Por otro lado, también sabemos que: 


csc(x) = 


sin(x) ’ 


esto implica que, sin(x) = 


csc(x) 


Luego, 


sin 2 (x) .sin 2 (x) — (1 — cos 2 (x)).f - = 

\csc{x)J 


1 — cos 2 (x) 
csc 2 (x) 


Finalmente, 
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1 - cos 2 (x) 

sin*(x) — -—, Q.e.d. 

esc 2 (x) 


16)- Demostrar que: 


tan(x) — sin(x) sec(x ) 


sin 3 (x) 1 + cos(x) 


Consideremos, 


sin(x) ^ sin(x) — sin(x) cos(x) 

tan(x) - sin(x) cos(x) ~~ sin '< x J cos(x) sin(x) - sin(x) cos(x) 


sin 3 (x) 



cos(x) sin 3 (x) 


1 1 — cos(x) 

eos (x) sin 3 (x) cos(x) sin 2 (x) cos(x)' s¿n 2 (x) 


Por un lado, tenemos que: 


s¿n 2 (x) = 1 — cos 2 (x) = (1 — cos(x))(l -I- cos(x)) 


Por otro lado, conocemos que: 


sec(x) = 


cos(x) 


Luego, 

1 1 — cos(x) 1 — cos(x) 1 

cos(x) ' s¿n 2 (x) X ’ (1 — cos(x))(l + cos(x)) X ' 1 + cos(x) 

Finalmente, 


tan(x) — sin(x) 

sec(x) 


sin 3 (x) 

1 -1- cos(x) ’ 

Q.e. d. 


17)- Demostrar que: 


cos(2x) — 


1 — tan 2 (x) 
1 + tan 2 (x) 
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Sabemos que, 


cos(2x) — cos 2 (x) — sin 2 (x ) = 


cos 2 (x) — sin 2 (x ) 


Dividimos numerador y denominador entre cos 2 (x). Así nos queda que: 



cos 2 (x ) — sin 2 (x) 

cos 2 (x) 

sin 2 (x) 

1 — tan 2 0* 

eos 

: 2 (x) - sin 2 (x) _ eos 2 (x) 

cos 2 (x) 

cos 2 (x) 


1 ” 1 

cos 2 (x) 

sec 2 (x) 

sec 2 (x) 


Por otro lado, es conocido que, 

sec 2 (x ) — tan 2 (x) = 1, esto implica que, sec 2 (x) = 1 + tan 2 (x) 


Luego, 


Finalmente, 


18)- Demostrar que: 


Es conocido que, 


1 — tan 2 (x) 1 — tan 2 (x) 

sec 2 (x) 1 + tan 2 (x) 


1 — tan 2 (V) 

Q. e. d. 

( J 1 + tan 2 (x)' 

s¿n(x) 

-= sec(xl 

cot(x) 

— cos(x) 


cot(x) = 


tan(x)' 


esto implica que, tan(x) = 


cot(x) 


Luego, 


sin(x) 1 sin(x) sin 2 (x) 1 — cos 2 (x) 

= sin(x) . -p—r = sin(x) . tan(x) = sin(x) . - 


cot(x) 


1 cot(x) 


cos(x) cos(x) cos(x) 
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1 

cos(x) 


C -^ = secM-cosM 
cos(x) 


Finalmente, 


sin(x ) 
cotíx) 


— sec(x)— cos(x), 


Q.e. d. 


19)- Demostrar que: 


sin 4 (x) — cos 4 (x) 


tan(x) — cot(x) 
tan(x) + cot(x) 


Consideremos la expresión: 


sin 4 (x) — cos 4 (x) = (sin 2 (x) + cos 2 (x))(sin 2 (x) — cos 2 (x)) = sin 2 (x) — cos 2 (x) 


Luego, 


sin 2 (x) — cos 2 (x) = 


sin 2 (x) — eos 2 (x) sin 2 {x) — cos 2 (x) 
1 sin 2 (x) + cos 2 (x) 


Dividimos numerador y denominador entre sin(x) cos(x). Así nos queda que: 


Así, 


sin 2 (x) — cos 2 (x) 
sin 2 (x ) + cos 2 (x) 


Es conocido que: 


sm 2 ( 

x) — cos 2 (x) sin‘ 

l (x) 

cos 2 (x ) sin(x) cos(x) 

sm(x)cos(x) sin(x) 

cos( 

x) sin(x) cos(x) cos(x) sin(x) 

sin 2 (x) + cos 2 (x) sin 2 (x) 

! cos 2 (x) sin(x) ! cos(x) 

sin(x) cos(x) sin(x) 

cos(. 

x) sin(x) cos(x) cos(x) sin(x) 


Luego, 


tan(x) = 


sin(x) 

cos(x) 


y 


cot(x) - 


cos(x) 

sin(x) 
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sin(x) cos(x) 

cos(x) ~ sin(x) _ tan(x) - cot(x) 
sin(x) cos(x) tan(x) + cot(x) 
cos(x) ^ s¿n(x) 


Finalmente, 







sin 4 (x) ■ 

. tan(x) — cot(x ) 

-cos 4 (x)= -^-7-4, Q.e.d. 

tan(x) + cot(x) 


20)- Demostrar que: 

(1 — s¿n 2 (x))( 1 + tan 2 (x)) = sin(x) sec(x) cot(x) 

Es conocido que: 

eos 2 (x) — 1 — sin 2 (x) y sec 2 (x ) — 1 + tan 2 (x) 


Luego, 


(1 — sin 2 (x))(l + tan 2 (x)) = cos 2 (x) .sec 2 (x) — cos 2 (x ) . 


eos 2 (x) 


= 1 


Multiplicamos y dividimos por stn(x) cos(x). Así nos queda que: 


sin(x)cos(x ) 1 cos(x) 

1 = . „ „ -= sm(x) .-. . = sin{x) . sec(x) . cot(x) 


sin(x)cos(x) 


cos(x) ’ sin(x) 


Finalmente, 


(1 — sm 2 (x))(l -I- tan 2 (x)) = sin(x) sec(x) cot(x), Q.e.d 


21)- Demostrar que: 

sin(x) + cos(x) sec(x) + csc(x) 
sin(x) — cos(x) sec(x) — csc(x) 

Dividimos numerador y denominador entre sin(x) cos(x). Así nos queda que: 
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sin(x) + cos(x) 


sin(x) 


sin(x) + cos(x) sin(x) cos(x) sin(x) cos(x) + sin(x) cos(x) cos(x) " 1 " sin(x) 


cos(x) 


1 .+ 1 


sin(x) — cos(x) sin(x) — cos(x) 


sin(x) 


cos(x) 


sin(x) cos(x) sin(x) cos(x) sin(x) cos(x) cos(x) sin(x) 


Es conocido que: 


sec(x) = 


cos(x) 


y 


csc(x) = 


sin(x) 


Luego, 


1 | 1 

cos(x) stw(x) _ 5ec(x) + csc(x) 
sec(x) — csc(x) 


cos(x) sin(x) 


Finalmente, 


sin(x) + cos(x) sec(x) + csc(x) 
sin(x) — cos(x) sec(x) — csc(x) ’ 


Q. e. d. 


22)- Demostrar que: 


tan(x) + tan{y ) = tan(x) tan(y) (cot(x) + cot(y)) 


Consideramos la expresión: 


, tan(y ) , _ tan(x ) tan(x)tan(y ) taniy )tan(x) 

tan(x) + tan(y ) = tan(x) .-+ tan(y ) . -=- : ——-h 


tan(y ) 


' tan(x) 


tan(y ) 


tan(x) 


Sacamos factor común en tan(x) tan(y ) y nos queda: 


tan(x) tan(y ) tan(y ) tan(x) / 1 1 \ 

tañ(y) + tañ(jc) = tanW tan(y) VtoÁy) + tañü )) 


— tan(x) tan(y) (cot(y) + cot(x)) 


Finalmente, 


tan(x) + tan(y) — tan(x) tan(y) (cot(x) + cot(y)), Q. e. d. 
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23)- Demostrar que: 

tan(x) + cot(x) = sec(x) csc(x) 

Consideremos que, 

sin(x) cos(x) s¿n 2 (x) + cos 2 (x) 1 11 

tan(x) -I- cot(x) = --\—. ( . —-—■ r \— =- 7 -\—■ r \ ~ - T~\- ■ í \ 

cos(x) sin{x) cos{x)sin{x) cos(x) sin(x) cos(x) sin(x) 


Finalmente, 







tan(x) + cot(x) = 

sec(x)csc(x ), 

Q. e. d. 


24)- Demostrar que: 


Es conocido que, 


cot 2 (x) — cos 2 (x ) = cot 2 (x) cos 2 (x ) 


cot(x) = 


cos(x) 

sin(x) 


Luego, 


eos 2 (x) 

COt 2 (x) — COS 2 (x) — - ' — eos 2 (x) — 

sin z (x) 


2 r \ 

= cos Á (x) 


Finalmente, 


cos 2 (x) 

— cos 2 (x)sin 2 (x) 


sin 

2 (x) 

■ 2 (x) 



2 O) ” c 

’OS^l 

x). cot 2 (x) 


= eos 2 (x) 


'1 — sin 2 (x) N 
sin 2 (x) 


cot 2 (x) — cos 2 (x) — cot 2 (x) cos 2 (x), Q.e.d. 


25)- Demostrar que: 


tan(x) cot(x) 

+ -:—= 1 + tan(x) + cot(x) 


1 — cot(x) 1 — tan(x) 


Multiplicamos y dividimos por tan(x). Así nos queda que: 
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tan(x) + cot(x) 


tan(x) tan(x) + cot(x) 


1 — cot(x) 1 — tan(x) 1 — cot(x) ' tan(x) 1 — tan(x) 


tan 2 (x) cot(x) 

tan(x) — cot(x) tan(x) 1 — tan(x) 


Es conocido que, 


cot(x) - 


tan(x) ’ 


esto implica que, tan(x) cot(x) = 1 


Luego, 


tan 2 (x) 


+ 


cot(x) 


tan 2 (x) cot(x) 


tan 2 (x) 


cot(x) 


tan(x) — cot(x) tan(x) 1 — tan(x) tan(x) — 1 1 — tan(x) tan(x) — 1 tan(x) — 1 


1 tan 3 (x) — 1 

tan 2 (x) - cot(x) an W - tan(x) tan(x) 


tan 3 (x) — 1 


tan(x)— 1 


tan(x)— 1 


tan(x) — 1 tan(x) (tan(x) — 1) 


Aplicando diferencia de cubos, nos queda que: 


tan 3 (x) — 1 = (tan(x) — l)(tan 2 (x) + tan(x) + 1) 


Así, 


tan 3 (x) 


(tan(x) — l)(tan 2 (x) + tan(x) + 1) tan 2 (x) + tan(x) + 1 


tan(x) (tan(x) — 1) 


tan(x) (tan(x) — 1) 


tan(x) 


tan 2 (x) tan(x) 1 
tan(x) tan(x) tan(x) 


= tan(x) + 1 + cot(x) 


Finalmente, 




tan(x) cot(x) 

--^= 1 + tan(x) + cot(x), 

1 - cot(x) 1 - tan(x) 

Q.e. d. 


26)- Demostrar que: 
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tan(A ) + tan(B) = 


sin(A + fí) 
eos 04) cos(fí) 


Consideramos la expresión, 


sm04) sin(B) sin(A ) cos(B) sin(B) cos(A ) 

tanG4) + tan(fí) = + ^(5) = ' ^(5) + ^(5)' ^04) 


sm(4) cos(fí) + sin(fí) cos(^4) 
cos04) cos(B) 


Es conocido que: 


Luego, 


s¿n04 + fí) = sin(A) cos(S) + sin(B) cosG4) 


sin(A) cos(B) + sin(fí) cos04) s¿n04 + 5) 


cos(y4) cos(fí) 


cos04) cos(fí) 


Finalmente, 


sin(i4 + fí) 

tanM) + tan(B) = cosU)cos(B) . Q.e.d. 


27)- Demostrar que: 


. . . . (A + B\ (A-B\ 

sin(A) + sin(B) = 2 sin I—-—1 eos I—-—1 


Es conocido que, 


Y, 


sin(a + ¡3) — sin(a) cos(/?) + sin(¡3) cos(cf) 


sin(a — /?) = sin(a) cos(/?) — sin((l) cos(a) 


Sumando ambas expresiones, nos queda: 


sin(a + /?) + sin(a — /?) = 2 sin(a) cos(/3 ) 


Luego, decimos que: 
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(a + /? = A 
[ct-p = B 

Resolviendo este sistema de ecuaciones, donde debemos hallar los valores de a y /?, nos 
queda que: 


A + B 


a — 


P = 


A-B 


Finalmente, resulta que: 


(A + B\ 

(A - B\ 


siníA) + siníB) — 2 sin 1—-— 

c °s[ 2 ), 

Q. e. d. 


NOTA : Esta misma estrategia podría usarse para demostrar las siguientes identidades: 

. . , « (A~B\ (A + B\ 

siníA) — siníB) — 2 sin I—-—1 eos I—-—1 

. . , . (A + B\ (A - B\ 

costA) + cosíB) — 2 eos I—-—1 eos I—-—1 

, . . . (A + B\ (A — B\ 

cosíA) — cosíB) — —2 sin I—-—1 sin I—-—1 


28)- Demostrar que: 

sín(35°) +5in(25°) = cos(5°) 

Es conocido que, 

. , . . (A + B\ (A- B\ 

siníA) + siníB) — 2 sin I—-—1 eos \—-—1 

Luego, si A — 35° y B — 25°, nos queda que: 

/35° + 25°\ /35°-25°\ 

5¿n(35°) + sin(25°) = 2 sin (---) eos (---) = 2 s¿n(30°) co5(5°) 


Por otro lado, conocemos que, 
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Así, 


SÍn(30O) = 2 


2 sin(30°) cos(5°) = 2 J cos(5°) 


Finalmente, 


sin( 35°) + sm(25°) = 

cos(5°), 

Q. e. d. 











29)- Demostrar que: 


Es conocido que, 


sm(25°) — sin(35°) 3 

cos(50°) — cos(40°) 2 


, ^ . ( A ~ B \ Í A + B \ 

sin (A) — sin(B) = 2 sin I—-—1 eos I—-—1 


Y, 


Así, 


. . . . /C + D\ Í L ~ u \ 

cos(C) — cos(D) = —2 sin I—-—1 sin I—-—1 


rC-D' 



„„„(A' 


z 5m V 2 / 


2 J 

o fC + D 

\ fC 


zl 2) L1L 1 2 


2 ) 


fA-B > 


M + 5^ 


Luego, si A — 2S°, B — 35°, C = 50° y D — 40°, nos queda que: 



. /25°-35A 

, /25° + 35°\ 


sin( 25°) — sin( 35°) 

sm ( 2 J 

| eos ( 2 J 

sin(—5 o ) cos(30°) 


cos(50°) — cos(40°) s ^ n /"50 o + 40° 


/b0 u + 40 u \ . /50 o — 40°\ 

V 2 ) Sin \ 2 ) 


sin( 45°) s/n(5°) 


Por otro lado, es conocido que: 


sin(—a ) - — sin(n) 
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Por tanto, 


stn(—5 o ) cos(30°) 
sm(45°) sin( 5 o ) 


■sin(5°) cos(30°) cos(30°) 


sin(45°) sin( 5 o ) sin( 45°) 


También conocemos que, 


V3 

cos(30°) = — 


V2 

sin(45°) = — 


De esta manera nos queda que, 


cos(30°) 

stn(45°) 

Finalmente, 



_ 


sin(25°) — sin( 35°) 

3 

Q. e. d. 

cos(50°) — cos(40°) 

2’ 


X = V3 = ¡i 

V2 V2 ^2 
2 
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